PAU Madrid. Matematicas II. Ano 2002. Examen de septiembre.
Opcién A. Ejercicio 1. Valor: 2 puntos.

x
2+ 1

Se considera la funcién real de variable real definida por: f(x) =

a) (1 punto) Determinar sus méximos y minimos relativos

b) (1 punto) Calcular el valor de a > 0 para el cual se verifica la igualdad [ f(z)dz = 1.

a) Resolvemos la ecuacién f'(z) = 0:

T ?+1-—x-2x —2*+1 )
a1 W= (22 4+ 1)2 :(x2+1)220$_x +1:0$x:{

1

fla) = I

Sustituimos en la derivada segunda las soluciones obtenidas:

vy 2a(@?+1)? — (=2 4+ 1)2(2* + 1)22
f (:L‘) - (1'2 + 1)4

f"(=1) > 0 = f tiene un minimo relativo en z = —1
f"(1) < 0= f tiene un maximo relativo en x = 1
Calculamos las ordenadas de los puntos sustituyendo en f:

33:—1iyzf(—l)z%lsleéyzf(l)zl‘

Solucién |  f tiene un minimo relativo en el punto (—1, 5) y un maximo relativo en (1, 3).

b) Calculamos el valor de la integral definida:

“ “ 1 [* 2z 1 S|
dr = ——dr = = —— dr=—-In(z*+1)| ==-In(a*+1
/Of(x)x /0952+1x 2/0 oL 2n(x+)0 2n(a+)

Resolvemos la ecuacién pedida:
“ 1
/ f(:zc)dx:1:>aln(az—kl):1ﬁln(az—kl):2¢a2+1262:>a:i\/62—1
0

Como se pide a > 0, debe ser a = ve2 — 1 = 2.528
Solucién | a = 2.528
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PAU Madrid. Matematicas II. Ano 2002. Examen de septiembre.
Opcién A. Ejercicio 2. Valor: 2 puntos.

Se considera la funcién real de variable real definida por:

vVr—2 st x>2
f(x):{x(x—Q) siox <2

a) (1 punto) Estudiar su continuidad y derivabilidad.

b) (1 punto) Hallar la ecuacién cartesiana de la recta tangente a la grafica de f en el
punto (3,1).

a) Consideramos las funciones fi(z) = z(z — 2) y fo(z) = v/x — 2, que forman parte de la
definicion de la funcion f.

Como f; y f2 son continuas, f es continua en los intervalos (—oo,2) y (2, 00).
Como f; y fo son continuas, f serd continua en 2 cuando f1(2) = f5(2).
f1(2) =0 :
= [1(2) = f2(2) = f es continua en 2.
Por tanto f es continua.

Como f; es derivable y f; es derivable en los intervalos (—o0,2) v (2, 00), f es derivable en
los intervalos (—o0,2) v (2, 00).

Para estudiar la derivabilidad de f en el punto 2 recurrimos a la definiciéon de derivada y
comenzamos por calcular la derivada por la derecha:
f2+h)—f(2) lim fa(2+h)—0 V2+h—2

"(27) = i = lim —m =
F2) hi%h h—0+ h hir{)l*‘ h

= 00 = f no es derivable en 2.

1
— = lim ——
h—0+ h hg(gl+  h2

Solucién | f es continua. f es derivable en (—o0,2) y (2, 00)

b) f(3) =1, luego efectivamente el punto (3, 1) pertenece a la grafica de f.

folz) = Ve —2=(z—2)5 = fi(z) = }(x 93

3
La pendiente de la recta tangente vendra dada por la derivada:
@) =HE) =56-2 =1
3 3
- . 1 1
La ecuacién punto-pendiente de la recta tangente es y — 1 = g(x -3)=y= gx
Solucién | y = %x
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PAU Madrid. Matematicas II. Ano 2002. Examen de septiembre.
Opcién A. Ejercicio 3. Valor: 3 puntos.

Se considera el sistema lineal de ecuaciones, dependiente del parametro real A:

T+y+rz = N
y—z = A
T+AYy+z = A

a) (1,5 puntos) Discutir el sistema segtn los diferentes valores del parametro A.
b) (1 punto) Resolver el sistema en los casos en que sea posible.

c) (0,5 puntos) En el caso A = 2, indicar la posicion relativa de los tres planos cuyas
ecuaciones forman el sistema.

1 1 A| A
a) Las matrices de coeficientes y ampliada son A|[A*=| 0 1 —1 | A
I A 1] A
. 11
rg(A) > 2 ya que tiene un menor de orden 2 no nulo: 0117 1#0

det(A) =1—-1-A4+A=0=rg(A) =2

Para estudiar el rango de A* calculamos el menor de A* obtenido ampliando el menor de
orden 2 no nulo de A con la columna de términos independientes y vemos cuando se anula:
)\2

1 1
0 1 X\ :A+A—A2—A2:—2A2+2A=0:A2—A=0:A={0
DD 1

Caso A # 0y A # 1. En este caso rg(A*) = 3, luego el sistema es no homogéneo e
incompatible.

Caso A = 0. rg(A*) = 2 y el sistema es homogéneo, compatible indeterminado.

Caso A = 1. rg(A*) = 2 y el sistema es no homogéneo, compatible indeterminado.

b) Para A =0y A =1 el sistema es equivalente al siguiente, que resolvemos dejando = e y en
funcién de z.

r 4ty = N—=Xz |z=N-)-2)\z
y = A+Az |y=A+Az

r=N—-)X—-2\u
Solucién y=A+A (p€eR)
z2=p




c) Para A = 2 el sistema es incompatible, luego los tres planos no tienen ningin punto en
comun. Como, ademads, ninguna ecuacion es multiplo de otra, no hay dos planos que sean
paralelos entre si.

Solucién | Cada dos planos se cortan en una recta diferente.
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PAU Madrid. Matematicas II. Ano 2002. Examen de septiembre.
Opcién A. Ejercicio 4. Valor: 3 puntos.

. r y—1 z—3 r—2 y z4+1
Se consideran las rectas: r: — = = 1S =2
1 -2 2 3 1
a) (1 punto) Calcular la distancia entre r y s.

b) (1 punto) Hallar unas ecuaciones cartesianas de la recta perpendicular comun a r y s
y que corta a ambas.

c¢) (1 punto) Hallar unas ecuaciones cartesianas de la recta que corta a r y sy que pasa
por el punto P(1,0,0).

a) Para decidir el método que vamos a usar para calcular la distancia entre las rectas comen-
zamos por estudiar su posiciéon relativa.

De la ecuacién de r se obtiene un punto P. = (0, 1, 3) y su vector de direccién v, = (1, —2,2).

De la ecuacién de s se obtiene un punto P, = (2,0,—1) y su vector de direccién s =

(3,1,-1).

Los vectores de direccion no son proporcionales, asi que las rectas se cortan o se cruzan.
—_—

Para decidirlo calculamos el producto mixto [P, Py, ¥, ).

2 -1 —4
[P Py, 0,0 =1 =2 2 |=4—-6—4—-24—1—4=—35+#0 = las rectas se cruzan
3 1 -1
Para calcular la distancia se necesita v, X ¥:
i j ok
U xv,=|1 =2 2|=(0,7,7)
3 1 -1

P.P.,5.,4)]  |—35 35
T X T VOZ+ 724+ 72 (/98

La distancia es: d(r,s) = = 3,536

Solucion | 3,536 u

b) Llamamos ¢ a la recta pedida. Su vector de direccién es v, x U5 = (0,7,7) = @ = (0,1,1)
Daremos t como interseccién de los planos II y 3 que la contienen.

IT es el plano que pasa por el punto P, y esta generado por v, y v;:

r y—1 z2—-3
1 =2 2 |=—dr—(y—1)+z2-3=—-de—y+z—-2=>MN=4dr+y—2+2=0
0 1 1
) es el plano que pasa por el punto P, y esta generado por v, y v;:
r—2 y z—1
3 1 -1 |=2(x-2)-3y+3(2—1)=22—-3y+32—7=X=20—-3y+32—7=0
0 1 1

dr+y—2+2=0
20 —3y+32—7=0

Solucién {




¢) Daremos la recta pedida como interseccién de los planos que la contienen.
—
IT, es el plano que pasa por el punto P, y esta generado por PP, y v,:
r y—1 z2-3

-1 1 3 =8r+5(y—1)+2—-3=8x+5y+2z—8=1I, =8x+5y+2—-8=0
1 —2 2

—
I1; es el plano que pasa por el punto P, y esta generado por PP, y ¥s:

r—2 y z—1
1 0 -1 |=2—-2-2y+z2z—-1=x-2y+z2z2—-3=1;=x—-2y+2—-3=0
3 1 -1

Solucién

8r+dy+2z—8=0
rT—2y+2—3=0
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PAU Madrid. Matematicas II. Ano 2002. Examen de septiembre.
Opcién B. Ejercicio 1. Valor: 2 puntos.

Hallar una ecuacién cartesiana del lugar geométrico de los puntos del plano cuya dife-
rencia de distancias a los puntos A(0,3) y B(0,—1) es igual a 1. Identificar dicho lugar
geométrico.

Primera resolucién

El lugar geométrico pedido es una hipérbola con focos en los puntos A y B.
La distancia focal es d(A,B) =4 =2c=4=c=2
El centro es el punto medio del segmento AB, el punto C' = (0, 1).

Dos vértices de la hipérbola son D = (0,1) y E = (0, 2), que cumplen la condicién y estén en
la recta determinada por A y B.

Unejemided(D,E):1:>Qb:1:>b:%

Calculamos el otro eje: 02:b2+a2:>22:(%) + a? ﬁa—,/él—— @/

b-1 @0 -1 ot

La ecuacion es 3 = 1 que simplificada queda ~~———— —
(2) ( %) 1 4
-1 2 2
Solucion | La hipérbola de ecuacion y il ) — % =1
1 4

Segunda resolucién

El lugar geométrico pedido es una hipérbola de focos los puntos A y B. Llamamos P = (z,y) a
un punto cualquiera de ella y encontramos la ecuacién escribiendo algebraicamente la condicién
y simplificando la expresion.

d(P,A)—d(P,B)=1= /22 + (y =32 —V/a2 + (y+1)2=1=

jmzl—Fmé

=i+ (y—3)2 =142+ (y+ 1) +2y22 + (y + 1)> =

=24y —by+9=1+22+y* +2+1+2V/2+ (y+1)2 =

= 8y +T7=2V22+ (y+1)2 = 64y> — 112y + 49 = 42 + 4> + 8y + 4 =
= 60y* — 120y + 45 — 42> = 0 = 60y* — 120y + 60 — 42 = 15 =

= 60(y — 1)*> — 42® = 15

Solucién | La hipérbola de ecuacién 60(y — 1)? — 42? = 15
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PAU Madrid. Matematicas II. Ano 2002. Examen de septiembre.
Opcién B. Ejercicio 2. Valor: 2 puntos.

Para cada valor del parametro real a, se consideran los tres planos siguientes:
m:r+ytaz=-2;m:r+ay+z=—-1;m3:ar+y+z2=3
Se pide:

a) (1,5 puntos) Calcular los valores de a para los cuales los tres planos anteriores contienen
una recta comun.

b) (0,5 puntos) Para los valores de a calculados, hallar unas ecuaciones cartesianas de
dicha recta comun.

a) Para que tres planos tengan una recta comin debe ocurrir que el sistema de ecuaciones
formado por sus tres ecuaciones sea compatible indeterminado con un grado de libertad.
Por tanto, estudiamos el sistema

T+y+az= -2
rt+ay+z=-1

ar+y+z=3
1 1 a| -2
Las matrices de coeficientes y ampliada son A|[A*=| 1 a 1| —1
a 1 3

det(A)=a+a+a—a*~1—-1=-a*+3a-2=0=a*>-3a+2=0=

. 2 . o a—lz

= (a—1)(a"+a 2)—0:>{a2+a_2: =
a=1 1

= —-1+£v14+8 —-1+£3 :>CL:{ 9
a = —_= -
2 2
a=1=rg(A) =1, luego a = 1 no nos vale.
a=-2=rg(A) =2, yaque i _; =-3+#0

Para calcular rg(A*) intentamos ampliar este menor de orden 2 con la columna de los
términos independientes:

1 1 -2
I =2 -1 |=-6+2-24+8+1-3=0=rg(4")=2
-2 1 3

Solucion | a = —2




b) Para a = —2 el sistema es equivalente al siguiente, que resolvemos dejando z e y en funcién
de z.

{ rTH+y=-2+2z

1
T— 2= —1—2 3y=—1+3z:>y:—§+z

1 5
x+y:—2+22$x:—y—2+22:g—z—2+22:—§+z

5
§+/\ (AeR)

Solucién y=—
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PAU Madrid. Matematicas II. Ano 2002. Examen de septiembre.
Opcién B. Ejercicio 3. Valor: 3 puntos.

Sea A una matriz real cuadrada de orden n que verifica la igualdad A% = I, siendo I la
matriz identidad de orden n.
Se pide:

a) (1 punto) Expresar A~! en términos de A.
b) (1 punto) Expresar A™ en términos de A e I, para cualquier nimero natural n.

¢) (1 punto) Calcular a para que A* = I, siendo A la matriz:

A:{é;]

a) A>=1T= AA=1= A"' = A ya que A cumple la definicién de A~
Solucién | A1 =A

b) npar = n=2m= A"= A" = (A" =" =]
nimpar = n=2m+1= A" = A?" = A7mA=TA=A

Solucién | Sin es par, A" = I; si n es impar, A" = A

2
11 10 1 1+4a 10 l14+a=0
S T B A S F R B R R

Solucion | a = —1
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PAU Madrid. Matematicas II. Ano 2002. Examen de septiembre.
Opcién B. Ejercicio 4. Valor: 3 puntos.

Sea f(x) una funcién real de variable real, derivable y con derivada continua en todos los
puntos y tal que:

fO)=1 ; f1)=2 ; f(0)=3 ; f(1)=4
Se pide:

a) (1 punto) Calcular ¢'(0), siendo g(x) = f(x + f(0)).

b) (2 puntos) Calcular lim 20/ (@) = fle+ 1).

z—0 et —1

a) Aplicamos la definicién de derivada de una funcién en un punto

9(0+h) —g(0) f(h+ f(0)) = f(0+ f(0))

o0) = T = i i -
h+1)— f(1
:iii%f( +l1 f():f'(1):4

Solucién | ¢'(0) =4

b) El limite pedido es una indeterminacién %, luego se puede aplicar la regla de L’Hopital.

L 0@ = fe 1) AP @) flal) 4134

z—0 et —1 z—0 et 1

8

Solucién | El limite pedido vale 8.
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