PAU Madrid. Matematicas II. Ano 2002. Examen modelo.
Opcién A. Ejercicio 3. Valor: 3 puntos.

Sea A una matriz cuadrada que verifica A% +2A = I, donde I denota la matriz identidad.

a) (1 punto) Demostrar que A es no singular (det(A) # 0) y expresar A~! en funcién de
Ael.

b) (1 punto) Calcular dos nimeros p y ¢ tales que A3 = pI + ¢A.

c¢) (1 punto) Si A = ((1) i) cumple la relacién de partida, calcular el valor de k.

a) Suponemos que |A| = 0 y llegaremos a una contradiccién, lo que demostrard que |A| # 0:

A 2A=T"2 aa127A=T-2 (A+20)A=T- det((A+20)A) = det(]) 2

HON det(A+27)det(A) =1 SN det(A+21)-0=1 % 0 =1 - contradiccién

4) — Sabemos que det(/) =1
— Estamos suponiendo que det(A) =0
) — Cualquier nimero multiplicado por 0 da 0

Trasformamos la expresién que da el enunciado para llegar al valor de A~

AroA=TL2 1441242 1471 = (442441 &
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1) — Definicién de cuadrado

) — Multiplicamos por la izquierda por A~!
)y (6) — Definicién de

) — El producto de matrices es distributivo respecto a la suma
4) — El producto de matrices es asociativo

) v (5) — Definicién de matriz inversa

Solucién | |A|#0y A~ =A+21

b) Trasformamos la expresién que da el enunciado para llegar al valor de A3:
A242A=1=A=1-2A= A = (1 —2A)A=A—-2A* = A - 2(] —2A) =

=A-2I+4A= -2 +5A

Solucién | p=-2yqg=5




c¢) Sustituimos en la expresién del enunciado las matrices por sus valores:

5 B 0 1\ /0 1 01\ (10
A+2A—I=><1k 1k;+21k_01:>
:>1k:+02_10:>1 k+2 (10
E 1+Kk? 2 2k) \0 1 E+2 14Kk +2k)  \0 1

k debe ser solucion del siguiente sistema:

1=1
kE+2=0
kE+2=0
1+ k+2k=1
Evidentemente, k = —2 verifica las cuatro ecuaciones.
Solucion | k= —2
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