PAU Madrid. Matematicas II. Ano 2002. Examen de junio.
Opcién A. Ejercicio 1. Valor: 2 puntos.

Calcular las edades actuales de una madre y sus dos hijos sabiendo que hace 14 afios la
edad de la madre era 5 veces la suma de las edades de los hijos en aquel momento, que
dentro de 10 anos la edad de la madre sera la suma de las edades que los hijos tendréan en
ese momento y que cuando el hijo mayor tenga la edad actual de la madre, el hijo menor
tendrd 42 anos.

Usaremos tres incognitas:

x — La edad de la madre
y — La edad del hijo mayor
z — La edad del hijo menor

Del enunciado se deducen tres igualdades:

Hace 14 anos la edad de la madre era 5 veces la suma de las edades de los hijos en aquel
momento — x — 14 = 5(y — 14 + z — 14)

Dentro de 10 anos la edad de la madre serd la suma de las edades que los hijos tendran en ese
momento — x + 10 =y + 104 2z + 10

Cuando el hijo mayor tenga la edad actual de la madre, el hijo menor tendrda 42 anos —
z4+x—y =42

Planteamos y resolvemos el sistema formado por las tres igualdades:

r—14=5(y—14+2—14) | v -5y —5z=—126

r+10=y+104 2410 r—y—2z2=10 2 =32=2=16
z+x—y =42 r—y+z=42
x — 5y = —46 _ e 1a B
‘x—y:% ‘ y=T2=y=182—-18=260=2 =44
r =44
La solucion de nuestro sistema es ¢ y = 18
z =16

Solucién | La madre tiene 44 anos y los hijos tienen 18 y 16 anos.

Autor: Pedro Reina. URL: http://pedroreina.net/pau/mat2002junal . pdf

Creado con ETEX. Licencia: http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/es/



PAU Madrid. Matematicas II. Ano 2002. Examen de junio.
Opcién A. Ejercicio 2. Valor: 2 puntos.

Calcular el rango de la matriz A segun los diferentes valores del parametro real a:

2 0 a 2
A=| -1 0 -1 3
5 a+4 —4 -3

2

13 ‘:6+2:8, luego rg(A) > 2

La matriz A tiene un menor de orden dos no nulo: ‘

El rango de A serd 3 cuando el menor de orden dos no nulo se pueda ampliar con alguna de las
otras dos columnas a un menor de orden tres no nulo.

2 0 2 9 9

-1 0 3 :—(a+4)-’ ’:—(a+4)-820:>a:—4
-1 3

5 a+4 -3

2 a 2

-1 -1 3 |=6+15a+8+10—-3a+24=12a+48=0=a=—4

5 —4 =3

Solucién | Si a = —4 el rango de A es 2; en cualquier otro caso es 3.
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PAU Madrid. Matematicas II. Ano 2002. Examen de junio.
Opcién A. Ejercicio 3. Valor: 3 puntos.

Se consideran las cénicas C; y Cy cuyas ecuaciones cartesianas son
Cy:92% +16y* = 144 ; Oy : 92> — 169> = 144

a) (2 puntos) Identificar C; y Cs. Especificar, para una de ellas, sus elementos carac-
teristicos: vértices, focos, excentricidad, y asintotas (si existen).

b) (1 punto) Hallar una ecuacién cartesiana de la parabola de eje horizontal, abierta hacia
la derecha y que pasa por tres de los vértices de la cénica C.

a) C’l:9x2+16y2:144:>01:%%—%zlﬁ@yf—é—i—y =l=C :z+5H=1

9 16
(' es una elipse con semiejes a =4y b = 3.

Sus vértices son A = (4,0), A’ = (—4,0), B=(0,3) y B’ = (0,-3)
Llamamos ¢ a la semidistancia focal; a2 =0+ = c=Va2 — 02 = /42 =32 = /7
Los focos son F' = (v/7,0) y F' = (—/7,0)

La excentricidad es e = £ = % = 0,6614 y no tiene asintotas.

02:9x2_16y2:144:>02:fzi—£21:>02i%—%:1:>0222—§——2

9 16
C5 es una hibérbola con semiejes a =4 y b = 3.

Sus vértices son A = (4,0), A’ = (—4,0), B=(0,3) y B’ = (0,—-3)
Llamamos c a la semidistancia focal; 2 = a? + 0> = c=Va2 + 02 =424+ 32 =5
Los focos son F' = (5,0) y F' = (—5,0). La excentricidad es e = £ =2 =1,2.

3

Las asintotas son las rectas r =y =3z y r' =y = -3z

b) La pardbola pedida pasa por los puntos A’ = (—4,0), B = (0,3) y B’ = (0, —3) y debe tener
ecuacion x = py? + qy +r. Para calcular los tres coeficientes p, ¢ y 7 sustituimos los puntos
A’', By B’ en la ecuacién y se obtiene un sistema, que resolvemos:

—4=r r=—4 4 p=73
0=9+3¢+7r | 9p+3r=4 | 6r=0=1r=0; 9p:4:>p:§; q=20
0=9—-3¢q+7r | 9p—3r=4 r=—4

Solucién | La ecuacién de la parabola es x = ng —4
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PAU Madrid. Matematicas II. Ano 2002. Examen de junio.
Opcién A. Ejercicio 4. Valor: 3 puntos.

1
2+ 3

a) (1 punto) Hallar la ecuacién cartesiana de la recta tangente en el punto de inflexién
de abscisa positiva de la gréafica de f.

Se considera la funcién real de variable real definida por: f(x) =

b) (2 puntos) Calcular el drea del recinto plano acotado limitado por la gréfica de f, la
recta anterior y el eje z = 0.

a) Para calcular las abscisas de los puntos de inflexién igualamos a cero la derivada segunda y
resolvemos la ecuacion:

1 2 9(r? 32_22 2 3)9
f(x)=x2+3 :f,(x):_ﬁﬁf”(x)z— (2* + )(I2 +x3)(43: +3)2z

82% —2(22+3)  62®—6
_ 87— +3) 6o 'f”(x):0:>6x2—6=0:x2=1:x:{1

(x2 4 3)3 (22 4 3)3 -1
La solucién x = —1 no es valida por no ser positiva, asi que hay que comprobar si en z =1
hay un punto de inflexion:
12z(2? + 3)% — (622 — 6)3(2% + 3)*2x
n ) = :> n 1 O
£(a) R (1) #

Luego f tiene un punto de inflexién en x = 1; el valor de la ordenada es y = f(1) = i

. _ _ 2 _ 1
La pendiente de la recta tangente es m = f'(1) = —1z = —3
La recta pendiente tiene ecuacion t =y — 1 = —f(z —1) =>t=y = —gor+ 3

Solucién | La recta tangente pedida tiene ecuacién t =y = —%x + %

b) La recta t y la grafica de f se cortan en x = 1, luego la superficie pedida es
/13 o NG
/ ——T = dx:/ ——x+§—£-¢ dr =
0 8 8 a2+3 0 8 8 3 (%H)2+1

11, 3 3 T 11 3 3 1
- __.Z P to [ — = -4+ - — — tg | —= ] = 0,01020
3 23: +8x Sarcg<\/§)] 3 2+8 Sarcg<\/§) ,

Solucién | El 4rea pedida es 0,01020 2
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PAU Madrid. Matematicas II. Ano 2002. Examen de junio.
Opcién B. Ejercicio 1. Valor: 2 puntos.

Hallar una ecuacion cartesiana del plano que contiene a la recta r:
r=14+t ; y=—-14+2t ; z=t

y es perpendicular al plano 7 : 2z +y — 2 = 2

La recta r pasa por el punto A = (1, —1,0) y tiene vector de direccién @, = (1,2,1). El plano
7 tiene vector normal 7, = (2,1, —1).

El plano pedido debe pasar por el punto A y tener como vectores generadores v, y i,:
r—1 y+1 =z

1 2 1 | ==3@-1)+3y+1)-32=-30+3y—-3246=0=>2-y+2-2=0
2 1 -1

Solucién | El plano pedido tiene ecuacion x —y+ 2 —2 =10
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PAU Madrid. Matematicas II. Ano 2002. Examen de junio.
Opcién B. Ejercicio 2. Valor: 2 puntos.

Los puntos A(1,1,1), B(2,2,2), C(1,3,3) son tres vértices consecutivos de un paralelo-
gramo. Se pide:

a) (1 punto) Hallar las coordenadas del cuarto vértice D y calcular el drea de dicho
paralelogramo.

b) (1 punto) Clasificar el paralelogramo por sus lados y por sus angulos.

a) D=C+BA=(1,33)+(-1,-1,-1) = (0,2,2)

El area del paralelogramo sera:

. ij ok
‘BAXBC‘:\(—1,—1,—1)x(—1,1,1)\:\ 1S 1| =1(0,2,-2) = V8 = 2,828
111

Solucién | El vértice D = (0, 2,2) y la superficie del paralelogramo es 2, 828u?

b) Calculamos la longitud de dos lados que se cortan:
AB = |AB| = |(1,1,1)| = V3; BC = |BC| = |(-1,1,1)] = V3

Como los cuatro lados son iguales, el paralelogramo es un rombo.

Vemos si dos lados que se cortan son perpendiculares o no:
—_— —
AB-BC=(1,1,1)-(-1,1,1)==1414+1=1#0

Como los lados que se cortan no son perpendiculares, el paralelogramo no es un rectangulo.

Solucién | El paralelogramo es un rombo y no es un rectangulo.
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PAU Madrid. Matematicas II. Ano 2002. Examen de junio.
Opcién B. Ejercicio 3. Valor: 3 puntos.

Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones, dependiente del parametro real a:

rT—y = 2
ar +y+ 2z
r—y+az = 1

I
o

Se pide:
a) (1,5 puntos) Discutir el sistema segtn los diferentes valores del parametro a.
b) (0,5 puntos) Resolver el sistema para a = —1.

¢) (1 punto) Resolver el sistema para a = 2.

1 -1 0] 2
Las matrices de coeficientes y ampliada son A|[A*=| a 1 2| 0
1 =1 a| 1
. -1 0
rg(A) > 2 ya que tiene un menor de orden 2 no nulo: 1 9= —2#0

Estudiamos cudndo puede ser rg(A) = 3 resolviendo la ecuacién det(A) =0

0

det(A):a—2+2+a2:a2—|—a20¢a:{ 1

Caso a # 0y a # —1. En este caso rg(A) = 3, luego también rg(A*) = 3, asi que el sistema
es no homogéneo, compatible determinado.

Caso a = 0. En este caso rg(A) = 2 y vemos si el menor de orden 2 de A se puede ampliar
usando la columna de los términos independientes:

-1
1
-1

o NN O

2
0|=-244=2#0=1g(A") =3
1

En este caso el sistema es no homogéneo e incompatible.
Caso a = —1. En este caso rg(A) = 2 y vemos si el menor de orden 2 de A se puede ampliar

usando la columna de los términos independientes:

~1 0 2
1 2 0|=-2-24+4=0= rg(4") =2
-1 -1 1

En este caso el sistema es no homogéneo, compatible indeterminado




b) Para a = —1 el sistema es equivalente al siguiente, que resolvemos dejando y y z en funcién

de x.
-y = —o+2 |y=x-2
y +2z = T | 22=2=2z2=1
=\
Solucién y=A—2 (AeR)
z=1

c) Para a = 2 el sistema es de Cramer y det(A) = 22 + 2 = 6; lo resolvemos usando la regla de

Cramer.
2 -1 0 6
A,=]0 1 2|=4—244=6=z= c _=—_=1
1 —1 9 det(A) 6
1 20 6
A,=1202|=4-2-8=—6=2= b _— —~ =1
Y 11 9 det(A) 6
1 -1 2 3 ]
A,=]2 10]|=1-4-242=3=21r=—""=— = ——
1 -1 1 det(A) 6 2
r=1
Solucién y:_ll
Z:—i
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PAU Madrid. Matematicas II. Ano 2002. Examen de junio.
Opcién B. Ejercicio 4. Valor: 3 puntos.

Se considera la funcion:

243 1

Tmror+l siox>—1
x

f(z) =
2x .
si x<—1
r—1
Se pide:

a) (0,5 puntos) Estudiar el dominio y la continuidad de f.
b) (1,5 puntos) Hallar las asintotas de la gréfica de f.

¢) (1 punto) Calcular el drea del recinto plano acotado limitado por la gréfica de f y las
rectas y =0,z =1,z = 2.

D(f) =R — {0} ya que en 0 se anula un denominador.

f es continua en los intervalos abiertos (—oo, —1), (—1,0) y (0,00) ya que en cada uno de
ellos es una funcién cociente de funciones continuas en las que no se anula el denominador.

En el punto 0 la funcién es discontinua porque 0 ¢ D(f).

Para estudiar la continuidad en —1 hay que recurrir a la definicién de continuidad en un
punto verificando si se cumplen las tres condiciones:

(=1’ +3- (-1)+1 _

Primera condicién: f(—1) = ] L.
Segunda condicion:
2z
li = 1l =1
S )= I oy
= lim1 flz)=1
2 +3r+1 U
li = lim ———— =1
A, )= I,

Tercera condicién: lim f(x) = f(—1)

r——1

Se cumplen las tres condiciones, luego f es continua en el punto —1

Solucién | D(f) =R —{0} y f es continua en los intervalos (—o0,0) y (0, 00)

Asintota vertical solo puede tener en el punto de discontinuidad, el 0. Calculamos los limites
laterales:

2

3 1
lim f(z)= lim rESre —00
r—0~ r—0~ xXr

= La recta x = 0 es asintota vertical.
2

3 1

lim f(z) = lim e 00

z—0t z—0t X



Calculamos el comportamiento cuando z — oo:
2
¥+ 3r+1
lim f(z) = lim 2222020 _ o
T—00 T—00 €T

f no tiene asintotal horizontal por la derecha.

Si tuviera asintota oblicua, tendria ecuacién y = ma + n. Intentamos calcular m y n:

22 +3x+1
243 1
mzlimM:lim$:lim%:1
r—o00 I T—00 xT T—00 X
243 1 243 1 — 2
n = lim (f(z) — mz) = lim (w—x): lim 2 TorT T
Pl >0 T P—— T
3 1
~ fim 25T 3
T—00 €T

La recta de ecuacion y = z + 3 es asintota oblicua por la derecha.

Calculamos el comportamiento cuando x — —oc:

2
lim f(zx)= lim ’

Tr——00 r——00 U — 1

=2

La recta de ecuacién y = 2 es asintota horizontal por la izquierda.

Solucién | La grafica de f tiene tres asintotas: x =0,y =x+3 ey = 2.

¢) Vemos si la gréfica de f corta al eje y = 0 en algtin punto entre 1y 2:

—-3++5
2

22 +3rx+1
T

= 0=2243z+1=0=2=

¢ [1,2]

Como no corta, el drea pedida es

2 .2 2 2
3 1 1 1
/de:/ (H3+_)dx:§x2+3x+m|x| _
1 1 xz

x 1

1, 1
=52 +3:2+m2— (5 +3) =45+In2=5193

Solucién | El drea pedida es 5.193u?
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